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基于边界元法各向异性岩石的裂纹传播路径分析 
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摘要：利用边界元法来探讨各向异性大理岩的裂纹传播特性，如应力强度因子与裂纹倾角及材料各向异性的关系、

裂纹初始开裂角度与裂纹传播路径的预测及仿真分析。将边界元法结合最大围压断裂准则来预测各向异性材料的

裂纹初始开裂角度及模拟各向异性材料的裂纹传播路径，并将数值分析结果与前人的初始开裂角度及试验所观察

的传播路径得到的结果进行比较，研究结果表明，数值分析结果与试验结果均较为吻合。因此，所提出的裂纹传

播方式可准确地分析各向同性及各向异性材料的裂纹传播特性。 
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BOUNDARY ELEMENT ANALYSIS OF CRACK PROPAGATION PATHS IN 
ANISOTROPIC ROCK 
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(1. Geotechnical Engineering Research Center，Sinotech Engineering Consultants，Inc.，Taipei，Taiwan 110，China； 

2. Department of Resources Engineering，Cheng Kung University，Tainan，Taiwan 701，China) 

 
Abstract：The development of a unified numerical framework based on the boundary element method(BEM) for 
modeling crack propagation behavior in anisotropic rock is presented. The BEM formulation combined with the 
maximum circumferential stress criterion is used to predict the crack initiation angles and to simulate the crack 
propagation paths. To demonstrate the proposed BEM procedure to predict crack propagation in anisotropic rock，
the propagation path in cracked straight-through Brazilian disc(CSTBD) specimen is numerically predicted and 
compared with the actual laboratory observations. Good agreement is found between the two approaches. It is 
therefore concluded that the proposed BEM procedure can accurately simulate the process of crack propagation 
for anisotropic rock. 
Key words：rock mechanics；stress intensity factors(SIFs)；anisotropic；boundary element method(BEM)；crack 
propagation 
 

 

1  引  言 
 

岩石断裂力学基本上是建立在 Griffith 定理和

Irwin 修正后的理论的，A. A. Griffith[1]认为在裂纹

尖端附近的应力场是控制裂纹传播的重要因素。G. 

R. Irwin[2]在定理中引入一参数：应力强度因子

(SIFs)，以其表示裂纹尖端附近的应力场及位移场。

一般来说，针对三维应力模态，可引进 3 个应力强

度因子，称作 KI，KII，和 KIII，以符合三维空间中

的断裂模态，如模式 I(开裂型)，模式 II(滑裂型)及

模式 III(撕裂型)，如图 1 所示。在一般混合状态状

况下，裂纹行为都可用以上 3 种模式相互组合来描

述。当一个具有初始裂纹的物体在外力作用下，其

相对应的应力强度因子可求得，且在裂纹尖端附近

的应力和位移可同时表示。因此，在处理线弹性断

裂力学的问题时，将其简化为求取裂纹尖端的应力

强度因子。而由应力强度因子仅可推求出裂纹尖端 
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(a) 模型 I(开裂型)               (b) 模型 II(滑裂型) 

 

(c) 模式 III(撕裂型)                  (d) 坐标系 

图 1  裂纹的 3 种基本模式 

Fig.1  Three basic failure modes of cracks 

 

附近的应力场及临界的应力值，并无法了解裂纹开

裂的初始断裂角度及传播后的力学行为。为了更深

入了解岩石整个受力断裂的过程，本文将探讨具有

裂纹的各向异性岩石材料，其开裂初始角度及裂纹

延伸后的相关力学行为。 

在二维的裂纹问题中，裂纹尖端的应力强度因

子是相当重要的参数，并且与裂纹传播的断裂准则

具有直接的相关性。而如何求取裂纹尖端的奇异应

力场对于数值方法而言，是相当大的挑战。近年来，

边界元法常被用来处理岩石断裂力学相关问题，也

曾用来模拟裂纹传播的力学行为，该法可以克服有

限元素法需重新作网格划分的缺点。然而，因裂纹

表面的几何形状，在数学上属于奇异系统，故此问

题的解无法直接由边界元法公式求得，需从各种数

值技术中寻求解决之道，而一般常用的数值的方法有

Greens 函数法[3]、半区间法[4～6]及位移不连续法[7～9]。

其中，Greens 函数法具有避开裂纹表面奇异性的优

点，并且其预测结果具有高度的精确性，但此法的

适用范围仅限于简单的裂纹几何形状。半区间法则

是将整个区域划分出数个单一区间，并在各个区间

引进人为划分的边界，因此其结果为一巨型的方程

式系统。在裂纹传播分析中，这些人为的边界必须

能够重复被引用在裂纹延伸的过程，故此法将裂纹

延伸的过程编写成自动计算步骤并不容易[10]。而位

移不连续法主要的缺点是核函数会比边界元法的传

统位移积分方程式含有更高阶的奇异性，因此，这

个方法并不适用于含有有限区间的情况。 

在本文中，采用边界元法(BEM)并结合最大拉

应力断裂准则，来预测各向异性大理岩裂纹开裂的

初始角度及裂纹传播的路径。在边界元法的公式中，

位移积分方程式仅运用于外部边界；拉力积分方程

式仅运用于裂纹单边，此种方法可以消除传统数值

方法重复划分网格的缺点。另外，利用边界元法计

算应力强度因子后发现，其均与前人研究成果较为

接近，表明此法对处理裂纹尖端应力场问题的可靠

性。更进一步地，本文将此过程扩展至仿真裂纹的

开裂与传播，并配合各向异性岩石相关试验，观察

与并计算实际裂纹的开裂角度与传播过程，用以印

证数值模拟过程的适用性。 

本文的目的是：(1) 利用各向异性岩石在混合

加载下的应力强度因子，采用边界元法来预测裂纹

开裂的初始角度，并与实际各向异性岩石试验观察

结果相比较。(2) 根据所得的结果，模拟裂纹延伸

后传播的路径，并与试验结果互相验证。 

 
2  理论基础 

 

2.1 异向性弹性理论 

考虑一线弹性、均质与横向各向同性薄板，定

义总体坐标系统为卡式坐标(x-y)，区域坐标系统为

-x y ，其中，x轴为垂直横向各向同性平面， y轴
则是位于横向各向同性平面。层面倾角 定义为横

向各向同性平面与 x轴间的夹角。假设平板很薄，

可忽略材料受力后厚度方向之应力变化，故采用广

义平面应力假设推导各向异性材料本构方程[11]。在

x-y 坐标系统下的平面材料本构关系可表示为 

11 12 16

21 22 26

61 26 66

x x

y y

xy xy

a a a

a a a

a a a

 
 
 

    
        
        

       (1) 

式中： 11 12 66    a a a， ， ， ( ij jia a )为在 x-y 坐标系统下

计算的柔度分量，这些分量与材料弹性参数有关。 

通过坐标转换，将这些分量转换成 -x y 坐标系

统上弹性模量与层面倾角 的关系[12]，即 
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式中：E ，E分别为横向各向同性平面与垂直该平

面的弹性模量； ， 分别为横向各向同性平面作

用力平行与垂直产生的侧向应变与轴向应变之比；

G为横向各向同性平面垂直剪力模量，且有 G = 

E/ (2(1 )) 。 

令 F 为应力函数，则应力分量可表示为 

2 2 2

2 2x y xy

F F F

y x x y
    

   
   

， ，        (3) 

x y xy  ， ， 必须满足下列的微分方程式： 

4 4 4
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            (4) 

通解 i (i = 1～4)为下述特征方程式的根： 

4 3 2
11 16 12 66 26 222 (2 ) 2 0a a a a a a          (5) 

应力函数 F 的一阶导数[11]可用下列式子表示： 

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2Re[ ( ) ( )]

2Re[ ( ) ( )]

F
z z

x

F
z z

y

 

   

    


  
 

        (6) 

式中：Re 定义为复数的实部， ( )k kz (k = 1，2)为复

变数 k kz x y  的解析函数。 

联立式(3)与(6)，可获得应力分量的通用式： 
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式中： ( )k kz 为 ( )k kz 对 kz 的一阶导数。将式(7)代

入本构关系与协调方程，可获得 x 与 y 方向的位移

分量[13]，即 

11 1 1 12 2 2

21 1 1 22 2 2
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其中， 
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式(7)，(8)分别为横向各向同性薄板的应力场

与位移场。 

2.2 边界积分方程 

对一个具有裂纹的弹性物体，传统的线弹性位

移边界积分方程式并不足以解出所有外部边界及裂

纹面两边的未知数，是因为裂纹面具有几何形状的

奇异性。在 C. C. Ke 等[14]的边界元法公式中，对于

具有裂纹的各向异性材料，位移积分方程式仅使用

于外部边界，而拉力积分方程式只能使用在裂纹的

单边。位移积分方程式应用在外部边界的结果(二

维裂纹的几何形状见图 2)如下所示 0
B B( )kz ，  ： 

B
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图 2  二维裂纹的几何形状 

Fig.2  Geometry of a two-dimensional cracked domain 
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( )d ( )j k B k Bt z z， ，                 (10) 

式中：下标“B”，“C”分别代表外部边界及裂纹面

边界； ijC 为与边界几何特征有关的系数，若为平滑

边界，该系数为 / 2ij ； ijT 为拉力的核函数； ju 为

位移； Bkz ， 为在边界上的场地点； 0
Bkz ， 为在边界上

的源点； jt 为拉力； Ckz ， 为在裂纹面单边的场地点。 

C ， C 均为具有相同方向的向外法线向量。

在裂纹面的单边 0
C C( )kz ，  拉力积分方程式应用

如下： 

B
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    (11) 

式中： lmikC 为 4 阶刚度张量， 0
Ckz ， 为在裂纹面单边

的源点， mn 为边界上的向外法向量， ij kU ， 为位移

核函数在 k 方向的导数。 

利用式(10)及(11)可解出在外围边界上的未知

位移及拉力，而且在裂纹面上未知的裂纹相对位移

亦可求出。 

2.3 应力强度因子计算 

针对混合模式加载下，裂纹尖端的应力强度因

子，可藉裂纹的相对位移(RCD)以外插法求出，即 

3

1

k
i k i

k

u u


                (12) 

在距离裂纹尖端 r 时，其裂纹尖端的相对位移

( 1u ， 2u )与各向同性与各向异性的应力强度因子

( IK ， IIK )之关系[15]为 

1 11 I 12 II

2 21 I 22 II

2
2 ( )

2
2 ( )

r
u H K H K

r
u H K H K


   

 



    

      (13) 

式中： ijH (i，j = 1，2)为与材料弹性参数有关的系数[16]。 

由边界元法所求得的裂纹相对位移代入式(12)

及(13)，可得到一组代数方程式，经由此方程式可

求出 IK 及 IIK 。利用裂纹尖端的相对位移量，可求

出该示意图的应力强度因子。在本文中定义正规化

应力强度因子： 

I II
I II

0 0

0

K K
F F

K K

W
K a

Rt

  

   

，

             (14) 

2.4 裂纹初始开裂角度与传播路径 

在断裂力学的领域中，一般常用来预测裂纹初

始成长角度的断裂准则有以下 3 种：(1) 最大拉应

力断裂准则( –断裂准则)[17]；(2) 最大能量释放率

断裂准则(G–断裂准则)；(3) 最小应变能密度断裂

准则(S–断裂准则)。 

在以上 3 种断裂准则中， –断裂准则所预测

的裂纹开裂初始方向与前人在脆性黏土[18]与化学

材料[19，20]的试验结果较为接近，故本文将此断裂

准则，运用混合模式加载下，量测各向异性岩石的

裂纹开裂初始角度。对于各向异性材料，一般在裂

纹尖端附近的弹性应力场，在局部卡式坐标( x y ， )

如图 3 所示。 

 

图 3  裂纹尖端之区域坐标系统 

Fig.3  Crack tip coordinate system and stress components 

 

应力场可以用应力强度因子 I IIK K， 来表示，

即 
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式中： r 为与裂纹尖端的距离。 

利用转换(如图 4 所示)，在极坐标下裂纹尖端

附近的应力场可表示为 

cos(2 ) sin(2 )
2 2

sin(2 ) cos(2 )
2

x y x y
x y

x y
r x y





   
   

 
   

 

 

     
   


     

  (18) 

 

 

图 4  裂纹传播的过程 

Fig.4  Process of crack propagation 

假如使用最大拉应力断裂准则，则裂纹开裂初

始角度( 0 )必须满足下式： 

2

2

0    ( 0)

  0

r














    


 
 

或

＜

         (19) 

当材料弹性参数、材料异向程度系数( )及裂

纹几何性质均为已知值，且  为最大值时，可应用

一数值计算过程找出裂纹开裂初始开裂角度( 0 )。 

在本文中，对于在混合模式加载下，具有裂纹

的各向异性岩石圆盘，其裂纹传播的模拟过程为在

裂纹尖端处延伸一小段离散的线性元素，并计算该

延伸元素尖端的应力场及位移场，以求出新延伸元

素的应力强度因子及开裂的初始角度。重复以上的

步骤，直到裂纹延伸至边界为止，其模拟裂纹传播

详细的步骤如下： 

(1) 利用本文提出的边界元法，计算裂纹尖端

处的应力强度因子。依据最大周围应力断裂准则，

量测裂纹初始角度。 

(2) 沿着由步骤(1)所量测出的方向，在裂纹处

延伸一段线性元素。 

(3) 经由程序自动产生新的边界元法网格。 

(4) 重复上述 4 个步骤进行计算，直到新的裂

纹延伸至外部边界附近为止。 

 
3  数值分析 
 

3.1 应力强度因子计算验证 

本文主要分析的对象为一半径为 R、厚度为 t

且中心有一裂纹长为 2a 的薄形圆盘，承受集中荷载

W，如图 5 所示。其分析过程中，最外围的边界及 
 

 

图 5  各向同性巴西试验圆盘 

Fig.5  Isotropic cracked Brazilian disc test 
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裂纹表面的边界分别用 28 个连续及 10 个不连续元

素来仿真，并采用平面应力假设与忽略其体力。 

为比较本文的边界元法分析程序的适用性，本

文针对各向同性及各向异性材料进行分析，并与前

人所作结果进行比较，算例 1，2 分别对应各向同

性与各向异性材料。 

3.1.1 算例 1(各向同性材料) 

针对各向同性材料，如图 5 所示中心具有裂纹

之圆形试体承受径向荷载，在无因次裂纹长度

/ 0.5a R  情况下，探讨裂纹倾角(  )对应力强度因

子的影响，并与以连续分布扰动定理求得解析解[21]

及以边界元法结合 J–积分技术计算的数值解[22]加

以比较，结果如表 1 所示，发现本文所提的边界元 

法结果与其所得之应力强度因子相当接近，因此本

程序可适用于分析各向同性材料。 

3.1.2 算例 2(各向异性材料) 

以一长宽各为 2h及 2w且中心有一裂纹长为 2a

的各向异性矩形薄版，承受均布拉力 为分析对

象，如图 6 所示，其中， / 0.2a w  及 / 2.0h w  ，

本文针对不同的材料各向异性层面 对应力强度

因子的影响进行分析，其过程与各向同性之过程相

同。分析对象的几何形式及基本假设为： 

(1) 裂纹倾角 ( 45 )   ； 

(2) 裂纹长度( 0.5a  )； 

(3) 平面应力并忽略其体力； 

(4) 弹性参数： 48.26 GPaE  ， 17.24 GPaE  ，

0.29   ， 6.89 GPaG  。 

由表 2( 45  ， / 0.5a R  )可发现，本文提出

的边界元法分析程序与前人分析结果较为接近，故

本程序可应用于分析各向异性材料。 

3.2 裂纹初始开裂角度与传播路径的仿真分析 

(1) 裂纹开裂初始角度 

为验证本文所提出的边界元法仿真程序，用于

裂纹开裂初始角度的模拟分析时的适用性，根据前

人试验条件模拟并与其试验结果进行比较分析，其

过程如下所述： 

F. Erdogan 和 G. C. Sih[17]以各向同性的树脂玻

璃为试验材料来进行单轴拉伸试验，其试体尺寸为

229 mm×457 mm×4.8 mm(长×宽×厚)的薄板，试体

中心有一 50.8 mm 长的裂纹。考虑各种不同裂纹倾

角  下裂纹开裂初始角度变化，图 7 为树脂玻璃承

受单轴拉伸荷载下，裂纹倾角 0 与初始开裂角度   

的变化关系。由图 7 可知，数值模拟结果与试验结

果相当吻合。 

L. E. Vallejo[18]以高岭土作为试验材料来进行

单轴抗压试验，其岩样尺寸为 76.2 mm×76.2 mm×

25.4 mm(长×宽×高)，其中心具有一条 24.9 mm 长

的裂纹，同时，也针对各种不同裂纹倾角来进行试

验。图 8 为高岭土承受单轴压缩荷载下，裂纹倾

角 0 与初始开裂角度的变化关系。由图 8 可知，

试验结果和本文数值分析结果也较为吻合。 

(2) 传播路径 

针对前人在各向同性与各向异性材料的试验结

果进行探讨，并观察其实际裂纹传播路径，用以验

证本程序的仿真结果。 

首先为 M. A. Pustejovsky[24]进行一系列的单轴

拉伸试验来探讨各向同性钛薄版的裂纹问题，其试

体的材料弹性参数为 112 GPaE  ， 0.29  ，极限

张力强度为 u 945 MPaT  ，试体尺寸为 203.2 mm× 

 

表 1  正规化应力强度因子与半径比的关系(承受径向荷载的各向同性巴西圆盘， = 45°) 

Table 1  Normalized SIFs of the isotropic cracked Brazilian disc with radical loading( = 45°) 

C. Atkinson 等[21]结果 C. S. Chen 等[22]结果 本文结果 
a/R 

I /( )K a   II /( )K a   I /( )K a   II /( )K a   I /( )K a   II /( )K a   

0.1 －1.035 －2.010 －1.020 －1.968 －1.018 －1.965 

0.2 －1.139 －2.035 －1.116 －1.995 －1.116 －1.992 

0.3 －1.306 －2.069 －1.272 －2.036 －1.277 －2.029 

0.4 －1.528 －2.100 －1.484 －2.069 －1.492 －2.065 

0.5 －1.784 －2.132 －1.737 －2.103 －1.749 －2.098 

0.6 －2.048 －2.200 －2.020 －2.148 －2.039 －2.139 

0.7 – – －2.337 －2.213 －2.364 －2.224 
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图 6  各向异性矩形试体 

Fig.6  Anisotropic rectangular plate with an inclined crack 

under uniform tensile stress 

 

76.2 mm×3.2 mm(长×宽×厚)且中心具有一条 13.5 

mm 长裂纹。本文以一裂纹倾角 43  的岩样作为

仿真分析比较的对象，其分析过程是采用 32 个连

续与 10 个不连续二次元素来模拟岩样外部边界与

裂纹表面，其数值模拟结果如图 9 所示。 

由图 9 可知，当传播路径越靠近边界时，有越

垂直于荷载方向的趋势，这个结果与双边界元法仿

真的结果[25]有相同趋势。由图 10 可以发现，本文数 

 

值模拟结果与 M. A. Pustejovsky[24]试验结果相当吻

合，表示本文所提出程序可模拟各向同性材料裂纹

传播路径。 

但由于以上试验结果均只是针对各向同性材料

进行探讨，为验证本程序模拟各向异性材料裂纹传

播路径的适用性，本文以台湾花莲地区大理岩进行

巴西试验所得的结果来进行比较。 

以大理岩作为制作各向异性巴西试验圆盘

(CSTBD)材料，试体直径约为 7.4 cm，厚度约为 1 

cm 且中心具有一长 2.2 cm 的裂纹，各向异性大理岩

5 个材料弹性参数分别为 78.302E  GPa， E   

67.681 GPa ，  0.267， 0.185   ， G  30.735 GPa

和G  25.336 GPa。本文是以各向异性层面倾角

  45°，其中 2 组岩样 B–1 及 B–2 的几何特征

来仿真其传播路径并与其试验结果比较，2 组岩样

的裂纹倾角分别为   0°与  30°，如图 11 所示。 

由图 11 的试验结果可观察到，所有岩样裂纹传

播的方向均平行于荷载作用方向且很接近荷载作用

点。接着，本文采用边界元法来分析，分别于圆盘

外部边界及裂纹表面设定32个连续及30个不连续元

素来模拟，图 11(b)和 12(b)分别为 B–1 及 B–2 之数

值模拟与试验结果，结果发现，2 种方法的传播路径

相当吻合。因此，本文所提出的边界元法仿真程序

可同时适用于分析各向同性与各向异性材料的裂纹

初始角度与传播路径。 

表 2  正规化应力强度因子与各向异性层面倾角的关系(承受均布荷载的各向异性矩形试体) 

Table 2  Normalized SIFs for a central crack inclined 45°in anisotropic rectangular plate subjected to a uniform  

tensile stress 

K. R. Gandhi[23]结果 E. Pan[16]结果 C. S. Chen 等[22]结果 本文结果  

/(°) 
I / ( π )K a  II / ( )K a   I / ( )K a   II / ( )K a  I / ( )K a  II / ( )K a  I / ( )K a   II / ( )K a   

  0 0.522 0.507 0.522 8 0.507 6 0.519 0.504 0.524 0.514 

 45 0.515 0.505 0.515 3 0.504 8 0.516 0.505 0.518 0.513 

 90 0.513 0.509 0.513 3 0.509 0 0.537 0.532 0.533 0.527 

105 0.517 0.510 0.516 5 0.510 7 0.507 0.502 0.540 0.528 

120 0.524 0.512 0.524 0 0.511 7 0.520 0.508 0.541 0.526 

135 0.532 0.511 0.531 6 0.511 1 0.532 0.511 0.536 0.522 

180 0.522 0.507 0.522 8 0.507 6 0.519 0.504 0.524 0.514 
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图 7  树脂玻璃承受单轴拉伸荷载下，裂纹倾角 0 与初始开 

裂角度的变化关系 

Fig.7  Variations of crack initiation angle 0  with the crack  

angle  plexiglass plate subjected to uniaxial tension 

 

 

 

图 8  高岭土承受单轴压缩荷载下，裂纹倾角 0 与初始开裂 

角度的变化关系 

Fig.8  Variation of crack initiation angle 0  with the crack  

angle  Prismatic sample of kaolinite clay subjected to  

uniaxial compression 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 9  钛薄版承受单轴拉伸荷载下裂纹传播路径的仿真分析 

( = 43°) 

Fig.9  Numerical simulation of crack propagation of titanium  

plate subjected uniaxial tension( = 43°) 

 
   x/mm 

图 10  钛薄版中心裂纹尖端附近试验观测值与数值模拟结 

果比较 

Fig.10  Comparison of simulated crack propagation with  

experimental observation of titanium plate near 

crack end 
 

 
(a) 断裂后照片 

 
(b) 试验结果与数值模拟结果比较 

图 11  大理岩圆盘试样 B–1 断裂后中心裂纹的传播 

路径(  0°，   45°) 

Fig.11  Propagation of a crack at the center of a CSTBD  

specimen with   0°and   45°    for marble 

sample B–1 

 

(a) 断裂后照片 
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(b) 试验结果与数值模拟结果比较 

图 12  大理岩圆盘试样 B–2 断裂后中心裂纹的传播 

路径(  30°，   45°) 

Fig.12  Propagation of a crack at the center of a CSTBD  

specimen with   30°and   45°    for marble 

sample B–2 

  

4  结  论 
 

本文提出一套可针对各向异性材料进行断裂力

学分析方法，包含应力强度因子分析、裂纹初始开

裂角度预测与裂纹传播路径仿真。透过实例验证与

试验结果比较，可提出下列几点结论： 

(1) 提出了边界元法仿真程序并结合最大拉应

力断裂准则，可顺利地预测出各向异性岩石在混合模

式加载下，裂纹初始开裂角度与裂纹传播的路径，且

与前人针对各向同性材料进行的试验结果较为吻合。 

(2) 提出利用巴西试验圆盘试体(CSTBD)进行

试验，由试验结果发现，裂纹传播的路径会沿着荷

载方向延伸至荷载点。利用本文提出的边界元素分

析模式也可仿真出相同趋势的路径，且两者间的结

果较为吻合。因此，本文提出的数值分析结合试验

方法可有系统性地量测并可阐述裂纹尖端的断裂力

学特征。 
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